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0 الاسشتقاقين 
© منافشة النشاط 01 ص 40: 


1.حساب الأعداد المشتقة: 

نعلم أنّ العدد المشتق لدالة عند عدد حقيقي يُمثل معامل 
توجيه المماس عند هذا العدد. 

بصفة عامة: 

()”/ هو معامل توجيه المماس للمنحنى (Cr)‏ عند ذات 
الفاصلة مء ولحسابه نختار نقطتين من المماس مثلا: 


4-8 


./)-1( -06© 

.0' )-1( = س‎ ٌ ٠ 
f'(2) =2 = -1 @ 
g' )2( = = @ 


„(f + g)'(-1 = f'(-1 + g'(-1) - © 


3 
2 


.)].9(')2( = f')2(.g9)2( + g' )2(. f )2( = 2 © 


3 


0 1 (- 222-96 


1_ _ )2( (2)'و-(2(.0)2) 
f 9 9 f _1‏ = (2) 


0 ۴ 


2.حساب (7')0 0 '» حيث من أجل [2 
لدينا (1 - ×2) :h)( = f‏ 


لدينا: | (1 - ×2) "2/2 = ()'۸|. 


x € [0; 


.n'(0) = 2f'(-1( = 0 © 
.h' 89 - 2f')2( = -2 @ 
العبد امشئق -الرّالة المشتفة:‎ © 


تعريف: 


.[18 دالة معرفة على مجال 1 من‎ f 

× و۸ + م عددان حقيقيان من ] مع 0 + 2/. 
ر تقبل الاشتقاق عند م2 إذا قبلت النسبة 

ل ل ل 


h 
عند م/د» ونرمز‎ f تسمى هذه النهاية العدد المشتق للدالة‎ 


لها بالرمز (و×) /. 

ملاحظات: 

f (xo 2 E lim [otf o) نت الضف ا ت‎ 
0 

ae EN‏ بن = و ان 


2-220 
3 ذا قبلت / الاشتقاق عند كل عدد حقيقي × من 1 
نقول أنها أنها تقبل الاشتقاق على 7 ودالتها المشتقة هي 
الم ساد تار 
حثانل:( © حل الثمرين 01 ص58) 
f‏ معرّفة على 12 ب:3 + ۷×2 = (2) /. 
أالتحقة أنه من أجل كل ۸ غير معدوم يكون 
f(1) _ h+2‏ ل 
h ` h2+2n+4+2‏ 
٤ +h) = / (1 + h)2 +3 = = Jh? + 2h +4 <‏ 
f(1) = 1/12 +3 = ١/4 = 2‏ 
f(1+h)-f(1) _ Jh2+2h+4-‏ 
h h‏ 
(n2+2n+4-2)(N n2 +2n+4+2)‏ 
h(/n2+2n+4+2)‏ 5 
22- بنجتل _ 
h(/n2+2n+4+2)‏ 5 
h?+2h+4-4‏ 
h(/n2+2n+4+2)‏ 
h(h+2) h+2‏ _- 


0 h(/h2+2h+4+2) / h2+2h+4+2 
:1 ب استنتاج أن الدالة / تقبل الاشتقاق عند‎ 


(1+h)-f(1) _ h+2 2 
h 


لدينا* 1 = ا = د = 
ص )1( 1 2 4 Vh2+2h+4+2‏ 0 
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إذن: / قابلة للاشتقاق عند 1» وعددها المشتق عند 1 هو: 


E 
التفسم البباني هاس منحنى ذَالة):‎ © 

تعريف وخاصية: 

إذا قبلت الدالة م الاشتقاق عند و فإنّ منحناها البياني 
يقبل عند النقطة ((20)/ :)4 مماسا معامل توجيهه 
() ۴ ومعادلته:(0عت) f‏ + (0عد ¬ f')xo()>‏ = رز 


عتال 01:(© حل الثمرين 04 ص58) 
لدينا: ثم معرّفة على 18 وَقابلة للاشتقاق عند 0» أي: 
جرع ] - © ہل حيث (0)"/ = ]. 
X-0‏ 0جبر 
1 تحديد (0) f‏ و(0) ' [: 
المستقيم (7) ذو المعادلة >3 - 2 = ر» هو مماس للمنحنى (Cr)‏ 


yJ = -3x + 2 0 
5 f۶ (0)(x — 0) + f(0) النقطة (2 ;4)0 معناه:‎ 
00 = 3+2 


فشكت f(0) x x + f(0)‏ - 
بالمطايقة نجد و 
المتاطت | يوب رما 
f (x)-2‏ 


2) تفسير هندسيا العدد من أجل 0 ع ×. 
نلاحظ أن: :70 f(x)-2 _ f(*)-f(0)‏ » إذن: 2 لاا هي 


نسبة تزايد ادال ر بين اعحدين ب ق0. 
دون 
x‏ 


3 تبرير وجود د 
لدينا: 3- = (0)/م - ك lim‏ - 2ك lim‏ 
لأنَ: ‏ قابلة للاشتقاق عند 0" " 
متال 02: 
ET. i EW‏ 
لدينا: |4 - ”×| = f )x(‏ 
0 < 4ه - ةع ;4- (x7‏ _ 
ات جاه 
U [2; +oo|[‏ [2- زمه-] -4;x E‏ قير 5 
ET‏ 
> لندرس قابلية اشتقاق الدالة f‏ عند (1-): 


نَم [2:2-] € 1- فان: 4 + 2- = (). 
3= 4 + 1(2)- = (1-)/ 
f(%)-fCD ._ 12+43‏ 


منه: حتت وإ[ = ږا[ 
کے 2+1 1-جمر (1-)-2 1سجمر 
-x2+1‏ _- 
xX¬+-1 2+1‏ 0 
1-xX)(1+x‏ 5 
تفلح j‏ 


xX¬د4-1‎ 4+1 

= lim )1 - زد‎ =2 = f'(-1) 
)-1( إذن: اا ت شتقاق عند (1-)» وعددها المشتق عند‎ 
FCD - 2| ه:‎ 
52 2 
»)-1( يقبل مماساً عند النقطة ذات الفاصلة‎ )0( 
|775 = 2[ معامل توجهيه:‎ 
بن‎ = f )-1()× - )-1(( + /)-1( ومعادلته:‎ 
:2 لندرس قابلية اشتقاق الدالة / عند‎ > 
./ )2( = ×۶ + 4 أ علق المجال [2 ;2-] لدينا:‎ 
f )2( = -)2(2 + 4 = 0 لدينا:‎ 


د 4-0+ 2يو بت > (2) f )x(-f‏ 1 
- 2-2 0 2- 0 

7 2+4 

ا 5 

_ 1: )2-X()2+×( 

/ 022-20 

-_ -)x-2()2+×( 

2-2 
> lim [- (2 + إرع‎ = -4 = f )2( 


×52 


إذن: ۴ قابلة للاشتقاق عند 2 من اليسار» وعددها المشتق عند 2 


من اليسار هر:[4= > 4] 
ب علق المجال +٥]‏ :2] لدینا: 4 - ۶× = (2) /. 
لدينا: 0 = 4 - 2(2) = (2) f‏ 


2-4 ك 
im AZZ im e‏ 
2-2 


)x-2()x+2(‏ ا 


> X-2 
1-2 


= lim (x + 2( =4 = f )2( 


إذن: م قابلة للاشتقاق عند 2 من اليمين» وعددها المشتق عند 2 


من اليمين هر: [4 = 713[ 


بمأن: | (2) ۶ عد (2) | فإنَ: م غير قابلة للاشتقاق عند 


2 


جلة العبقري في الرراضيات (الاشتَقاقية والاستمرارية) الد روس 


22 التفسير الهندسة : 

()) يقبل نصفي مماسين عند النقطة ذات الفاصلة 2ء 
وتسمى هذه النقطة نقطة زاوية للمنحنى (م6). 

معامل توجيه كل متهم [4- = (202/] 4|5 = 49[ 
ومعادلة كل منهما: 


(x >> 2‏ . 
مدعنم - !كع دم 


5 بع ا 1 
3 (2)م + (2 م22 = سا“ د ا ٭ را 
جماريض: 04؛ 07؛ 08 ص58. 


© الاسنمراریت: 

اط مقار ع طرف الأمتتاة: 

نعتبر الذالتان / وى المعرّفتان على المجال [2 :2-] كما يلي: 
E |—2;0‏ 2:2 دعر ع (2 
ST = x + 1 [0; 1‏ 

وليكن (م6) و( ي)) تمثيليهما البيانيين على الترتيب. 

1) أنشئ في معلمين مختلفين (۶)) د( و)). 

2) هل يُمكنك إنشاء المنحنيين (م6) و (ی)) بدون رفع 

القلم (اليد)؟ 

حل ال لتوناط: 


:(€g)(C, ( إنشاع‎ 1 


الشعبة: الثالئة علوم حرسية؛ قن رباضي . 
2 لا يُمكن رسم المنحنى (م6) على المجال [2 ;2-] 
بدون رفع القلم (اليد)ء بينما يمكن رسم المنحنى ([07) 
على المجال [2 ;2-] بدون رفع القلم (اليد). 
الخلاصة. 
« الذالة f‏ غير مستمرة على مجال [2 :2-]. 
د الذالة بم مستمرة على مجال [2 ;2-]. 
(0 الاستمرارية: 
التفسير البيانة: 
تكون الذالة f‏ مستمرة على مجال 21 عندما يُمكن رسم 
منحناها البياني على هذا المجال دون رفع القلم (اليد). 
© خواص (تقيل دون جرهان): 
نقبل بأنّ كل الذوال المقررة في هذا المستوي والمحصل 
عليها بالعمليات على ذوال مالوفة او بتركيبها مستمرة 
على كل مجال من مجموعة تعريفها. 
الذوال المرجعية مستمرة على كل مجال من مجموعة 
« الذوال كثيرات الحدودء 5111 رومع مستمرة على #] 
ه الذوال الناطقة (حاصل قسمة كثيري حدود) مستمرة 
على كل مجال من مجموعة تعريفها. 
مجموع؛ جداء؛ وَمُركب ذوال مستمرة هو ذالة 
رة 

صثثال: (© حل الثمرين 47 ص29) 
f‏ ذالة معرّفة على 8 ب:× 515 (× - 22) = (2) f۔‏ 
> الدالة f‏ مستمرة على #» لأنها عبارة عن جداء دالتين 
مستمرتين على #؛ وهما الذالة زو وَع - 2× جا ×. 
تمريض: 49 ص29. (النعرف على الدالة الجن الصحيح) 
© رة الت الام 
2 
1.الذالتان f‏ وو مستمرتان على المجال [2 ;1-]» أما ۸ 
فهي غير مستمرة على المجال [2 ;1-]. 
2 بواسطة قراعة بيانية تحديد. حسب قيم العدد 
الحقيقق :/. عدد حلول كل معادلة: 
بصفة عامة: 
حلول المعادلة م = (×) f‏ بيانياً هي فواصل نقط تقاطع 
المنحنى (م0) مع المستقيم ذو المعادلة ) = ر. 
بالنسبة للمعادلة ۸ = )x(‏ / 25 

مڪ أجل فان امعاولة/ = f )x(‏ 
3 >2 > 2- تقبل حل وحيد. 


جلة العبقري في الرراضيات (الاشْتْمّاقبة والاستمرارية) الد روس 


بالنسبة للمعادلة ۸ = (×)9 )2١‏ 


مڪ أجل فان المعاولة )x( = k‏ 9 
0 > > 2- أن 3 > # > 1 تقبل حل وحيد. 
0+ اق 1 دع تقبل حلين. 
1 > # >0 تقبل ثلاث حلول. 
مڪ أجل فان امفاولة h(x) = K‏ 
<k > 0‏ 2- أو 3 > # > 2 تقبل حل وحيد. 
2 > # > 0 لا تقبل حلول. 


3 ثُمثل القيمتان 2- و3 حدود المجال [2:3-]» صورتي 
القيمتان 1- و2 حدود المجال [2 ;1-]. 

4. من أجل كل عدد حقيققٍ K‏ من المجال [3 :2 - ]2 
المعادلتان ۸ = (×) f‏ ر = ()0 تقبلان حلا على 
الأقل في المجال [2 :1-]» أما المعادلة ۸ = ()۸ فلا. 
« المعادلة :م =  )»(‏ تقبل حلا وحيدا في المجال 

[2 ;1-]؛ أما المعادلتان م = (×)و و۸ = (×)۸ فلا. 
0 مرهنة القيم المتوسطة «تقيل دون برهان): 

مبرهنة: 

f‏ ذالة معرّفة ومستمرة على مجال [ط زه]. 

من أجل كل عدد حقيقي ) محصور بين (0) f‏ د (ظط) ې 
يوجد على الأقل عدد حقيقي ع محصور بين © وط بحيث 
= )ل 

تااس الل 

)0( دالة معرّفة ومستمرة على مجال [ط زه]» وليكن‎ f 
.)0; 1; [( منحناها البياني في معلم‎ 

من أجل كل عدد حقيقي ) محصور بين (ه) f‏ د(ط) /؛ 
المستقيم (۸) ذو المعادلة م = ر يقطع على الأقل مرة 
واحدة المنحنى (0) في نقطة فاصلتها ع محصورة بين .0 
E‏ 

(بالنسبة للشكل التالي (4) يقطع (0)) في ثلاث نقط 
فواصلها على الترتيب 21» ر٤‏ وو2). 


حالة خاصة: 
إذا كانت / ذالة معرّفة ومستمرة على مجال [ط :0]» 


الشصة: الثالثة علوم حرسية؛ تقنى رراضى . 
وكان 0 > (ط) f‏ × (©)/ (العدد 0 محصور بين 

(ه) f‏ و(5)/)» فإنه يوجد على الأقل عدد حقيقي ع 
محصور بين ۾ و8 بحيث 0 = رع) /. 

أي ]:: م تنعدم على الأقل مرة واحدة على مجال [ط زه]. 


:/ )3( = K اطعادلۂ‎ © 

إذا كانت / ذالة معرّفة ومستمرة على مجال [ط :0]» فإنّه 
من أجل كل عدد حقيقي 1 محصور بين (0)/ و(ط) ې 
0و6. 

ا ملاحظة: 

مبرهنة القيم المتوسطة تؤكد فقط جود حل على الأقل 
للمعادلة م = ()/ أما تعيين الحلول أو قيم مقربة لها 
فيتم بإتباع خوارزميات مختلفة. 

عثان: ( © حل النرين 50 ص29) 


3 و رقة 6 : 

لإثبات جود حلول معادلة على مجال [5 :0] باستعمال 
مبرهنة القيم المتوسطة نتبع الخطوات التالية: 

ه نكتب المعادلة على الشكل م = (2) /. 

ه نتحقق من استمرارية الدّالة f‏ على المجال [ط زه]. 
ه نتحقق من أن العدد ) محصور بين (0) f‏ و(ط) f‏ . 
البرهان باستعمال مبرهنة القيم المتوسطة أن المعادلة 

2- = ×4 - × تقبل علق الأقل حلا فل المجال [2- ;3-]: 
الطربقة الأولى: يُمكن كتابة المعادلة 2- = ×4 - 3× على 
الشكل 2- = (2)/ حيث f‏ هي الذالة المعرّفة على 8[ 
ت وک 


[8 الذالة م ذالة كثير حدود وبالتالي فهي مستمرة على‎ ٠ 
ومن تَمَ على إتت‎ 


ه. لدينا: نعم 00 كما نلاحظ أن العدد 2- 
2-7 0-(2-)/ 

محصور بين العددين (3-) f‏ و(2-) /. 

إذن: حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة 2- = x3 - 4x‏ 

تقبل على الأقل حلا في المجال [2- ;3-]. 

الطريقة الثانية: يُمكن كتابة المعادلة 2- = ×4 - 3× على 

الشكل 0 =  )»(‏ حيث م هي الدّالة المعرّفة على 18 ب: 


.f)( = ×3 - 4× + 2‏ ا 


